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1. Постановка задачи 

В настоящее время имеется многочисленное количество работ, посвященных исследованию 
коэффициентов готовности и простоя технических объектов и систем, среди которых весьма зна-
чимыми являются стандарты [1, 2] и работа [3]. В этих работах широко рассмотрены вопросы 
расчета показателей готовности и простоя технических объектов с экспоненциальным законом 
распределения наработок на отказ и длительностей восстановления. Дальнейшее развитие подхо-
дов к определению показателей готовности технических объектов привело к рассмотрению иных 
законов распределения. В частности, в работах [4–11] рассматриваются неэкспоненциальные за-
коны распределения. В работе [11] приведено рассмотрение функции готовности для квазиравно-
весного восстановительного процесса. Марковские процессы также получили широкое 
распространение в применении к исследованию готовности систем в работах [4, 10]. 

Однако разнообразие работ, базирующихся на применении различных законов распределе-
ния при определении показателей готовности и простоя систем и объектов, не охватывает множе-
ство менее распространенных, но все же довольно широко применимых видов непрерывных 
распределений. В связи с этим возникает задача определения выражений, описывающих функции 
готовности и простоя технических объектов для произвольных законов распределения, т.е. опре-
деление непараметрических формул функций готовности и простоя [12–14]. 

С этой целью в настоящей работе основной задачей является определение непараметриче-
ских формул для расчета функций готовности и простоя восстанавливаемого объекта через его 
характеристики безотказности и ремонтопригодности. Кроме того, для этих показателей предпо-
лагается установить непараметрические нижние и верхние гарантированные оценки, доказать их 
достижимость и установить их предельные значения. 

Объектом рассмотрения при решении данной задачи будем считать восстанавливаемый в 
процессе эксплуатации технический объект, к которому применяются следующие допущения: 

– будем считать, что восстановление начинается сразу после отказа; 
– возможные состояния объекта в произвольный момент времени t  – это состояние готов-

ности или состояние простоя; 
– законы распределения наработок на отказ и длительностей восстановления – произволь-

ные, т.е. имеют место непараметрические законы распределения. 
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2. Формулы для расчета функций готовности и простоя 

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 1. Для функции готовности объекта справедлива следующая формула: 

0

( )
( ) ( ) ( ) 1

( ) ( )

t x
A t R t Q t dx

R x Q x

    
  

 , (1) 

где ( )x  – интенсивность восстановления объекта в момент времени ;x  

0

( ) 1 ( ) exp ( )
t

R t F t x dx
 

      
 
  и 

0

( ) 1 ( ) exp ( ) ,
t

Q t M t x dx
 

      
 
   (2) 

где ( ), ( )R t Q t  – соответственно вероятность безотказной работы объекта в течение времени t  и 
вероятность того, что объект не будет восстановлен в течение времени ;t  ( )M t  – вероятность 
восстановления объекта в течение времени ;t  ( )F t  – вероятность отказа объекта в течение вре-
мени t . 

Доказательство. Докажем формулу (1), из которой будет следовать формула для функции 
простоя 

( ) 1 ( ).U t A t   (3) 

Согласно определению ( )t  – интенсивности восстановления объекта в момент времени t  
можем записать при 0t   [1]: 

 Pr ( ) | ( ) ( )t t t t t t o t          , 

где левая часть – эта вероятность того, что время восстановления   будет находиться на времен-

ном интервале  ,t t t   при условии, что исследуемый объект после отказа не был восстановлен 

до момента времени t . Следовательно, вероятность того, что в момент времени t t   объект бу-
дет находиться в состоянии готовности при условии, что в момент времени t  он находился в со-
стоянии простоя, согласно теореме умножения зависимых событий равна при 0t   

 ( ) ( ) ( ) ( )MA t t U t t t o t       , (4) 

где выражение в квадратной скобке равно согласно определению интенсивности восстановления 
вероятности того, что на интервале времени  ,t t t   при 0t   объект будет восстановлен. 

Эту вероятность можно назвать также функцией эксплуатационной восстанавливаемости 
объекта в момент времени t  на интервале t . Она показывает способность неработоспособного в 
момент времени t  объекта оперативно восстановиться в течение заданного интервала времени .t  

Точно также согласно определению ( )t  – интенсивности отказов объекта в момент време-
ни t  при 0t   имеем [3]: 

 Pr ( ) | ( ) ( )t t t t t t o t            , 

где левая часть – это вероятность того, что время отказа   будет находиться на временном интер-

вале  ,t t t   при условии, что в течение времени t  рассматриваемый объект был безотказен. 

Отсюда находим вероятность того, что объект в момент времени t t   будет находиться в состо-
янии готовности при условии, что в момент времени t  он также находился в состоянии готовно-
сти. Эта вероятность равна согласно теореме умножения вероятностей при 0t   

 ( ) ( ) 1 ( ) ( )RA t t A t t t o t      , (5) 

где выражение в квадратной скобке равно согласно определению интенсивности отказов вероят-
ности того, что на интервале времени  ,t t t   при 0t   не будет отказа. 
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Эту вероятность можно назвать также функцией эксплуатационной отказоустойчивости 
объекта в момент времени t  на интервале t . Она показывает способность работоспособного в 
момент времени t  объекта безотказно проработать в течение заданного интервала времени .t  

Применяя теорему сложения вероятностей, определенных соотношениями (4) и (5), найдем, 
что  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )M RA t t A t t A t t U t t t A t t t o t                , 

откуда с учетом (3) получим 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

A t t A t o t
t t t A t

t t

        
 

. 

Перейдя к пределу при 0,t   найдем следующее дифференциальное уравнение: 

 '( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t t t A t t     . (6) 

Решая это дифференциальное уравнение, получим следующее выражение: 

          '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .exp exp expA t t t dt t t A t t t dt t t t dt              

Согласно правилу дифференцирования производных получим 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .exp expA t t t dt t t t dt
        

Выразив из данного выражения ( )A t , получим решение дифференциального уравнения (6): 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .exp expA t t t dt t t t dt dt C            

Учитывая (2), формулы для интенсивности восстановления и интенсивности отказов объекта 

( )
( )

( )

Q x
x

Q x


   , (7) 

'( )
( )

( )

x
x

x

R
R

   , (8) 

а также начальное условие для уравнения при 0,t   найдем значение константы 1C   и получим 
искомую формулу (1). 

Теорема 1 имеет пять следствий. 
Следствие 1. Для того, чтобы ( )A t  – функция готовности объекта в момент времени t  рас-

считывалась по формуле (1), необходимо и достаточно, чтобы она являлась решением дифферен-
циального уравнения (6) с начальным условием (0) 1A  . 

Доказательство. Достаточность доказана нами выше, поэтому докажем для справедливо-
сти формулы (1) необходимость. 

Согласно (1) имеем  

0 0

( ) ( )
'( ) '( ) ( ) 1 ( ) '( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t tx x
A t R t Q t dx R t Q t dx t

R x Q x R x Q x

              
      

  . 

Используя (7) и (8), найдем 

0 0

( ) ( )
'( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ),

( ) ( ) ( ) ( )

t tx x
A t t R t Q t dx t R t Q t dx t

R x Q x R x Q x

               
      

   

откуда, учитывая (1), получим 
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 '( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t t t A t t     , 

что и доказывает необходимость дифференциального уравнения (6) для справедливости формулы (1). 
Следствие 2. Для функции простоя объекта справедлива следующая формула: 

0

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

t x
U t R t Q t dx

R x Q x

  . (9) 

Доказательство. Используя формулу (1), согласно (3) имеем 

0

( )
( ) 1 ( ) ( ) 1

( ) ( )

t x
U t R t Q t dx

R x Q x

     
  

 . (10) 

С учетом формул (7) и (8) получим 

0 0

( ) 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

t tx
dx d

R x Q x R x Q x

    
 

  , 

откуда, интегрируя по частям, имеем 

0 0

( ) 1 ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t tx x
dx dx

R x Q x R t Q t R x Q x

     . 

Подставляя полученное выражение в соотношение (10), получим искомую формулу (9). 
Следствие 3. Для того, чтобы ( )U t  – функция простоя объекта в момент времени t  рассчи-

тывалась по формуле (9), необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла следующему диф-
ференциальному уравнению:  

 '( ) ( ) ( ) ( ) ( )U t t t U t t     , (11) 

с начальным условием (0) 0U  . 

Доказательство производится аналогично доказательству следствия 1. 
Следствие 4. Если ( ) 0t  , то 

( ) 0U t  ; ( ) 1A t  . 

Другими словами, «абсолютное» отсутствие отказов объекта влечет за собой отсутствие 
простоев. При этом согласно (3) в данном случае 

( ) 1A t  . 

Следствие 5. При ( ) 0t   из формулы (1) с учетом (2) следует 

( ) ( )A t R t . (12) 

Другими словами, если объект невосстанавливаемый, то его фунция готовности в момент 
времени t  совпадает с вероятностью его безотказной работы в течение времени t . 

Из (12) и (3) также следует, что при ( ) 0t   

( ) ( )U t F t . 

3. Монотонность функций готовности и простоя 

Теорема 2. Функция готовности как функция времени t  монотонно убывает, а функция 
простоя, напротив, монотонно растет. 

Доказательство. Докажем сначала вторую часть этого утверждения. Для этого установим 
следующее неравенство: '( ) 0U t  . 
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Воспользуемся формулой (11), из которой следует 

 '( ) ( ) ( ) ( ) ( )U t t t t U t     . 

Подставляя (9) в это выражение, получим 

 
0

( )
'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t x
U t t t t R t Q t dx

R x Q x

      . (13) 

Используя (2), имеем 

 
0 0 0

( )
( ) exp ( ) ( )

( ) ( )

t t xx
dx x u u du dx

R x Q x

       
 

   . 

Так как 

   
0 0 0 0

( )
( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )

( ) ( )

t x t xx
x u u du dx d u u du dx

x x

                  
    , 

то, применяя формулу интегрирования по частям, найдем с учетом (2) 

   0 0

( ) (0)
( ) exp ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)

t x t
x u u du dx

t t R t Q t

               
   

 
0 0

( )

( ) ( )
exp ( ) ( )

t x
x

x x
u u du d

           
    . 

Подставляя полученное в (13), имеем 

  (0)
'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0)
U t t t t t R t Q t

      
 

 

   
0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
exp ( ) ( )

t x
x

t t P t Q t
x x

u u du d
             

   .                (14) 

Поскольку 

 
00 0

( )

( ) ( )

( )
exp ( ) ( )

( ) ( )

tt x
x

d
x x

x
u u du d

x x

                

 
    , 

то из (14) находим 

  (0) ( ) (0)
'( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) ( ) ( ) (0) (0)

t
U t t t R t Q t

t t

               
, 

откуда получим 

'( ) ( ) ( ) ( )U t t R t Q t  . 

Так как правая часть положительна, то 

'( ) 0U t  , (15) 

что и доказывает монотонное возрастание ( )U t  – функции простоя как функции времени .t  
Используя (15) и (3), имеем 

'( ) 0A t  . (16) 
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Откуда следует, что ( )A t  – функция готовности как функция времени t  монотонно убыва-
ет, что и доказывает полностью теорему 2. 

4. Непараметрические оценки функций простоя и готовности 

Теорема 3. Для функции простоя объекта имеет место следующая оценка: 

( ) 1 ( )U t R t  . (17) 

Доказательство. Так как 

( )
1

( )

Q t

Q x
 , 

где 0 x t  , то из формулы (9) имеем 

0

( )
( ) ( )

( )

t x
U t R t dx

R x

  . 

Учитывая формулу (8), имеем 

2
0

'( )
( ) ( )

( )

t R x
U t R t dx

R x
  . 

Откуда, интегрируя правую часть, получим искомую оценку (17). 
Следствие. Для функции готовности объекта справедлива следующая оценка: 

( ) ( )A t R t . (18) 

В частности, из оценок (17) и (18) получим следующие важные для практических приложе-
ний оценки: 

( ) 1U t    , 

( )A t   , 

где 

 sup | ( )t t R t     

является гамма-процентной наработкой до отказа объекта при заданном уровне  , (0 1)    [15]. 
Заметим, что доказанные оценки справедливы для любого закона распределения наработок 

на отказ. 

5. Оценки функций простоя и готовности стареющих объектов 

Будем считать, что объект стареющий, если его интенсивность отказов (8) как функция 
времени t  монотонно растет. 

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 4. Для функций простоя и готовности стареющего объекта справедливы следую-

щие оценки: 

( )
t

U t
r

 ; ( ) 1
t

A t
r

  , (19) 

 

где 
0

( )r R x dx


 
 

– средняя наработка до отказа объекта, а 

t r . (20) 
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Доказательство. Из формулы (9) с учетом того, что при t x  

( )
1

( )

R t

R x
 ;  

( )
1

( )

Q t

Q x
 , 

имеем 

0

( ) ( )
t

U t x dx  . (21) 

Так как 

0

( ) ln ( )
t

x dx R t   , 

то, используя  

( ) , ( )
t
rR t e t r


   

оценку для стареющих объектов [3], получим 

0

( )
t t

x dx
r

  . 

Учитывая эту оценку в соотношении (21), найдем оценки (19). 
При рассмотрении непараметрических оценок (17), (18), (19) можно заметить, что в оценоч-

ных функциях не участвуют характеристики ремонтопригодности. Попробуем выяснить причину 
этой особенности. 

Если интенсивность отказов объекта ( )x  тождественно не равна нулю и ( ) 1A a  , где a  – 
произвольное действительное число, то существует такое целое действительное число m , для ко-
торого справедливо предельное соотношение 

( 1)( ) ( )
lim

!( )

m

mt a

U t a

mt a








, 

описывающее поведение функции простоя в окрестности точки a  в виде ординарного пуассонов-
ского процесса [16]. 

Из этого соотношения с учетом (3) следует, что при t a   

( 1) ( )
( ) 1 ( ) ( )

!

m
m ma

A t t a о t a
m

     . 

Видно, что функция готовности технического объекта в течение достаточно малой длитель-
ности после времени t a  близка к единице, несмотря на то, что значение интенсивности отказов 
в этот момент может быть довольно большим. Другими словами, при t a  функции готовности 
и простоя объекта зависят только от принимаемых значений интенсивности отказов и не зависят 
от характеристик ремонтопригодности. 

6. Оценки функций простоя и готовности активно восстанавливаемых  
стареющих объектов 

Будем считать, что объект активно восстанавливается, если его интенсивность восстановле-
ния ( )t  как функция времени t  монотонно растет. 

Для таких объектов справедливо следующее утверждение. 
Теорема 5. Для функций простоя и готовности активно восстанавливаемых стареющих объ-

ектов справедливы следующие оценки: 
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 
1 ( ) ( )

( ) ( )
ln ( ) ( )

R t Q t
U t t t

R t Q t

 


; (22) 

 
1 ( ) ( )

( ) 1 ( ) .
ln ( ) ( )

R t Q t
A t t t

R t Q t

  


 (23) 

Доказательство. Для активно восстанавливаемых стареющих объектов справедливы сле-
дующие оценки при x t  [16, 17]: 

( ) ( )
x
tR x R t ;  ( ) ( )

x
tQ x Q t . 

Учитывая эти оценки и то, что при x t  

( ) ( )x t   , 

из формулы (9) получим 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t x

tU t R t Q t t R x Q x dx
   . (24) 

Так как 

   
 

1

0

( ) ( ) 1
( ) ( )

ln ( ) ( )

t x
t

R t Q t
R x Q x dx t

R t Q t


 


 , 

то из (24) найдем искомые оценки (22) и (23). 
Теперь покажем, что оценки (22) и (23) достижимы, т.е. существует такой закон распреде-

ления наработок до отказа и такой закон распределения длительностей восстановления, для кото-
рых правые и левые части оценок (22) и (23) равны. 

Предположим, что наработки до отказа и длительности восстановления объекта распреде-
лены по экспоненциальному закону. Тогда вероятность безотказной работы равна 

( ) exp( )R t t  , (25) 

а вероятность невосстановления равна 

( ) exp( )Q t t  , (26) 

где 0   и 0   – постоянные интенсивности отказов и восстановления соответственно. Тогда 
согласно оценке (23) имеем 

( )1
( ) 1

( )

te
A t t

t

   
 

, 

откуда получим 

( )( ) tA t e   
   

. (27) 

Найдем выражение для функции готовности, используя формулу (1), (25) и (26). Получим 

( ) ( )

0

( ) 1
t

t xA t e e dx   
  

  
 . 

После несложных вычислений имеем 

( )( ) tA t e   
   

. (28) 
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При анализе (28) видно, что правые части (27) и (28) равны, а следовательно, оценка (23) 
достижима. 

Аналогично с использованием выражений (9), (25) и (26), доказывается достижимость 
оценки (22). 

7. Предельные значения функций простоя и готовности объектов 

Теорема 6. Пусть интенсивность отказов и интенсивность восстановления имеют следую-
щие пределы: 

lim ( )
t

t


   ; lim ( ) М
t

t


  . (29) 

Тогда справедливы следующие предельные значения функций простоя и готовности объекта: 

0lim ( )
t

U t U


 ;  (30) 

0lim ( ) ,
t

A t A


  (31) 

где 

0
М

М
A 

 
 и 0 М

U


 
 

соответственно коэффициенты готовности и простоя объекта. 
Доказательство. Для доказательства воспользуемся формулой (9) и покажем, что правая 

часть данного выражения есть неопределенность вида 



 при t  . 

Так как ( ) 1Q x  , то 

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

t tx x
dx dx

R x Q x R x

   . 

Используя формулу (8), получим 

0 0

( ) 1

( ) ( ) ( )

t tx
dx d

R x Q x R x

    
 

  , 

откуда имеем 

0

( ) 1
1

( ) ( ) ( )

t x
dx

R x Q x R t

   . 

Видно, что при t   

0

( )

( ) ( )

t x
dx

P x Q x

  . 

Следовательно, правая часть (9) есть неопределенность вида 



. 

Раскрывая эту неопределенность по правилу Лопиталя, имеем 

0

( )
lim

( ) ( )
lim ( )

1
lim

( ) ( )

t

t

t

t

x
dx

R x Q x
U t

R t Q t







 
  
 

 
 
 


. 
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Так как правая часть равна 

 2
0

( ) ( )lim lim( ) ( ) ( ) ( )
'( ) ( ) ( ) ( )lim1lim ( ) ( )( ) ( )

t

t t

t
t

x tdx
R x Q x R t Q t

R t Q t R t Q t

R t Q tR t Q t

 




 
 
 
  

 
 
 


 

  


, 

то, используя (7) и (8), получим 

lim ( )
lim ( )

lim ( ) lim ( )
t

t
t t

t
U t

t t



 




  
. 

Отсюда с учетом формул (29) найдем искомый предел (30). 
Для доказательства предела (31) воспользуемся формулами (3) и (30). Тогда 

lim ( ) 1
t

A t


 
 

, 

что и доказывает (31). 

Заключение 

Для восстанавливаемого технического объекта представлены формулы для расчета его 
функций готовности и простоя с использованием характеристик ремонтопригодности и безотказ-
ности. Определены непараметрические гарантированные оценки снизу и сверху, исследована до-
стижимость этих оценок и установлены предельные значения для функций готовности и простоя. 

В работе также продемонстрирована связь между функциями готовности и простоя и коэф-
фициентами готовности и простоя соответственно на примере экспоненциального закона распре-
деления наработок на отказ и длительностей восстановления.  

Применение полученных в работе формул позволило рассмотреть формулы для более каче-
ственных кόмплексных показателей надежности – эксплуатационной восстанавливаемости и от-
казоустойчивости объекта [18]. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты №07-08-00574-а и №10-08-00607-а). 
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Аннотация. В данной работе выведены формулы 
для функций готовности и простоя восстанавливае-
мых объектов. Эти новые формулы рассчитаны в за-
висимости от характеристик безотказности и 
ремонтопригодности технических объектов. Отли-
чительной особенностью выведенных формул слу-
жит то, что они являются непараметрическими, т.е. 
пригодны для произвольных законов распределения 
наработок на отказ и времен восстановления. Суще-
ствующие до сих пор расчеты в этой сфере исследо-
ваний имеют параметрический характер и, 
следовательно, пригодны только для конкретных за-
конов распределения, что значительно суживает об-
ласть их практического применения. Для функций 
готовности и простоя эксплуатируемых объектов 

Abstract. New formulae have been elaborated to calcu-
late availability and unavailability functions of objects 
under exploitation. The formulae got relate functions to 
characteristics of object reliability and maintainability. 
The distinctive feature of the new formulae is their be-
ing non-parametric, i.e. fit for random types of reliabil-
ity and maintainability distribution functions. What had 
been earlier obtained in this area of research is paramet-
ric and, consequently, corresponds to some concrete 
types of reliability and maintainability distributions, 
which makes its application much more limited. For 
availability and unavailability functions there has been 
determined monotonous character of change, in depend-
ence on the duration of object exploitation. For non-
evident characteristics of reliability and maintainability, 
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установлен монотонный характер их изменения в 
зависимости от длительности времени эксплуатации 
объекта. Для случая неочевидных характеристик 
безотказности и ремонтопригодности определены 
верхние непараметрические оценки для функции 
простоя эксплуатируемых объектов и нижние для их 
функции готовности. Установлена достижимость 
этих оценок. Для функций готовности и простоя 
эксплуатируемых объектов найдены предельные 
значения, представляющие собой коэффициенты го-
товности и простоя эксплуатируемого объекта соот-
ветственно. 

upper non-parametric estimations of unavailability func-
tion, and non-parametric lower estimations of availabil-
ity function have been proved. The attainability of these 
estimations is determined. For availability and unavaila-
bility functions, limit values are found, as coefficients of 
availability and unavailability. 

  
Ключевые слова: функция готовности, функция про-
стоя, восстанавливаемый объект. 
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